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The anisotropic elastic stiffnesses of granular soil sediments play an important role in analyzing 

many geotechnical and geological engineering problems. In this study, the feasibility of calculating 

drained elastic stiffnesses in saturated granular soils based on undrained features was investigated. By 

assuming cross-anisotropy in granular soils, a set of equations from the theory of elasticity was 

extracted from the literature and then combined with an experimentally developed relationship in this 

study to establish a link between drained and undrained parameters. Subsequently, a novel approach 

was proposed for computing the drained anisotropic Young’s moduli from two anisotropic components 

of the shear modulus and the vertical component of the Young’s modulus under undrained conditions. 

To evaluate the accuracy and reliability of the proposed approach, data related to anisotropic elastic 

parameters from 46 laboratory tests conducted on seven different soil specimens representing three 

types of sand from various sites worldwide were compiled from the literature. The drained anisotropic 

Young’s moduli for each test were then calculated using the proposed method and compared with 

directly measured values. The results showed a strong agreement between the calculated and measured 

moduli, confirming the validity and efficiency of the developed approach. The findings of this study 

can serve as a reliable basis for the rational and cost-effective characterization of anisotropic elastic 

stiffnesses in saturated granular soils using nondestructive seismic testing techniques. 
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Introduction 

Accurate characterization of elastic properties in 

granular soils is central to many problems in soil 

mechanics and geotechnical engineering. Elastic 

stiffnesses at very small strains play a fundamental role 

in analyses ranging from seismic site response to 

foundation stiffness and ground improvement design 

(Anhdan and Koseki, 2005; Gu and Yang, 2018; He et 

al., 2017; Pegah et al., 2022; Pegah and Liu, 2025; 

Talaee Firozjaee et al., 2024; Zhu et al., 2020).  

Depending on drainage conditions in a saturated soil 

mass, elastic stiffnesses are commonly classified into 

two sets: undrained moduli (total-stress stiffness) and 

drained moduli (effective-stress stiffness). In granular 

soils, owing to their typically high hydraulic 

conductivity, drainage is usually rapid and drained 

parameters are therefore of primary engineering 

importance (Clayton, 2011; Das and Sobhan, 2014). 

Direct determination of drained elastic parameters in the 

laboratory is technically challenging. Sources of 

uncertainty include: instability or poor contact of strain 

gauges around the specimen, misalignment and 

coupling of transducers, calibration errors, non-uniform 

deformability of specimens, and ambiguous 

identification of P- and S-wave arrivals in 

bender/extender element tests. These practical 

difficulties can compromise accuracy of drained 

stiffness measurements (Gu et al., 2015; Kuwano and 

Jardine, 2002; Khan et al., 2011; Nishimura, 2014). 

Thus, the main objective of this study is to present a 

novel technique for computing two drained cross-

anisotropic Young’s moduli, 𝐸𝑣
′  and 𝐸ℎ

′ , from undrained 
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features, which in turn can be calculated based on P- 

and S-wave seismic velocities. These velocities may be 

measured through nondestructive seismic surveys. The 

proposed approach therefore enables the use of 

nondestructive — i.e., in situ — seismic measurements 

to obtain the required wave velocities, allowing rapid 

and environmentally friendly stiffness calculation under 

natural field conditions (Foti et al., 2015; Pegah and 

Liu, 2016, 2020a, 2020b; Pegah et al., 2016; Sloan et 

al., 2013; Uyanik, 2011). 

In cross-anisotropy in saturated granular sediments, we 

combine elasticity theory with (i) the relation proposed 

by Lings (Lings, 2001), (ii) the linear inequality by 

Chowdhury and King (Chowdhury and King, 1971, 

1972) that links anisotropic Poisson ratios and Young’s 

moduli ratios, and (iii) an experimentally developed 

correlation derived in this study. The resulting system 

yields a practical route to compute 𝐸𝑣
′  and 𝐸ℎ

′  for cross-

anisotropic saturated granular media from undrained 

parameters. To validate the method, anisotropic elastic 

properties from 46 laboratory tests on seven different 

soil specimens (three sand types) were compiled from 

the literature and used to evaluate the accuracy of the 

proposed procedure. 

Skeleton of the proposed approach 

The assumption of cross-anisotropy in natural soil 

sediments is a reliable and widely adopted 

simplification for characterizing various geotechnical 

features (Clayton, 2011; Dutta et al., 2020; Fioravante, 

2000; Gu et al., 2017; Pegah et al., 2017, 2024). Pegah 

et al. (2021) demonstrated that three independent elastic 

parameters under undrained conditions can be 

confidently calculated based on the seismic wave 

velocities VPH, VSV, and VSH obtained from seismic 

refraction surveys, as expressed by Eqs. (1)-(3): 

𝐸𝑣
𝑢 = 𝜌𝑉𝑆𝐻

2 [3 − 4(𝑉𝑆𝐻 𝑉𝑃𝐻⁄ )2]   (1) 

𝐸ℎ
𝑢 = 𝜌[(3𝑉𝑃𝐻

2 − 4𝑉𝑆𝐻
2 ) ((𝑉𝑃𝐻 𝑉𝑆𝐻⁄ )2 − 1)⁄ ]   (2) 

𝐺𝑣ℎ
𝑢 = 𝜌𝑉𝑆𝑉

2    (3) 

where 𝐸𝑣
𝑢 and 𝐸ℎ

𝑢 are the undrained Young’s moduli in 

the vertical and horizontal directions, respectively; VPH 

is the P-wave velocity in horizontal direction, VSV is the 

vertically polarized S-wave velocity, VSH is the 

horizontally polarized S-wave velocity, and ρ is the soil 

density. 

Lings (2001) and Nishimura (2014) showed that the 

undrained elastic stiffness 𝐸𝑣
𝑢 in a cross-anisotropic soil 

mass can be expressed as a function of the drained 

elastic parameters: 

𝐸𝑣
𝑢 =  𝐸𝑣

′ [2(1 − 𝜈ℎℎ
′ )𝐸𝑣

′ + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐸ℎ

′ ]/ 

[2(1 − 𝜈ℎℎ
′ )𝐸𝑣

′ − 4(𝜈𝑣ℎ
′ )2𝐸ℎ

′ ]                                      (4) 

where 𝑣𝑣ℎ
′  and 𝑣ℎℎ

′  are the drained Poisson’s ratios 

(𝜈𝑖𝑗
′  denotes the strain produced in direction j due to a 

unit strain in direction i), and 𝐸𝑣
′  and 𝐸ℎ

′  are the drained 

Young’s moduli in the vertical and horizontal 

directions, respectively. 

It has also been shown that the shear moduli 𝐺𝑣ℎ
′  and 

𝐺ℎℎ
′  are practically independent of drainage, and thus 

equal to their undrained counterparts: 

𝐺𝑣ℎ
𝑢 = 𝐺𝑣ℎ

′                                                              (5) 

𝐺ℎℎ
𝑢 = 𝐺ℎℎ

′  (6) 

According to the developed experimental correlation 

proposed in this study (Eq. (7)), which is based on a 

comprehensive database of reported elastic parameters 

from the literature (Bellotti et al., 1996; Dutta et al., 

2020; Ezaoui and Di Benedetto, 2009; Fioravante, 2000; 

Fioravante et al., 2013; Gu et al., 2017), the horizontal 

drained Young’s modulus 𝐸ℎ
′  can be expressed as a 

power function of the anisotropic shear modulus ratio: 

𝐸ℎ
′ = 𝐸𝑣

′ (𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

′⁄ )1.8                                           (7) 

From the theory of elasticity, the Poisson’s ratio 𝑣ℎℎ
′  

can be rewritten as 𝜈ℎℎ
′ = (𝐸ℎ

′ /2𝐺ℎℎ
′ ) − 1. Substituting 

this expression into Eq. (4), along with Eqs. (5)-(7), 

yields a quadratic equation in terms of 𝐸𝑣
′  with 

coefficients defined as functions of 𝐸𝑣
𝑢, 𝐺𝑣ℎ

𝑢 , 𝐺ℎℎ
𝑢 , and 

𝜈𝑣ℎ
′ . 

Moreover, considering the physical condition 

proposed by Chowdhury and King (1971, 1972) for the 

combination of elastic parameters (Eq. (8)), and 

assuming the upper bound as the maximum theoretical 

value of 𝐸𝑣
′ , the following expression is obtained: 

𝜈ℎℎ
′ < 1 − (𝐸ℎ

′ 𝐸𝑣
′⁄ )𝜈𝑣ℎ

′               (8) 

𝐸𝑣
′ = (4𝐸𝑣

𝑢𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

) [𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

(𝐺ℎℎ
𝑢 + 𝐸𝑣

𝑢)]⁄  (9) 
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  Finally, by substituting 𝐸𝑣
′  from Eq. (9) into Eq. (7), 

the horizontal drained Young’s modulus 𝐸ℎ
′  can be 

readily obtained. 

Conclusions 
The main objective of this study was to develop an 

efficient approach for calculating the drained elastic 

stiffnesses in saturated granular soils based on measured 

undrained stiffnesses. By employing several equations 

derived from the theory of elasticity and combining 

them with an experimental correlation developed in this 

research, novel relationships for the drained elastic 

moduli 𝐸𝑣
′  and 𝐸ℎ

′  were established. These relationships 

enable their calculation from three undrained moduli, 

𝐸𝑣
𝑢, 𝐺𝑣ℎ

𝑢 , and 𝐺ℎℎ
𝑢 . The latter parameters were, in turn, 

expressed as functions of the anisotropic components of 

P- and S-wave seismic velocities, whose field 

measurements can be conducted through nondestructive 

seismic techniques. To evaluate the accuracy and 

validity of the proposed approach, a comprehensive 

dataset comprising anisotropic elastic parameters from 

46 laboratory tests on different sand types was compiled 

from the literature. The drained Young’s moduli 𝐸𝑣
′  and 

𝐸ℎ
′  for each test were calculated using the proposed 

method and subsequently compared with the directly 

measured reference values. The results demonstrated a 

strong agreement between the calculated and reference 

values, confirming both the reliability and robustness of 

the developed approach. 
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 یادانه یهاناهمسانگرد در خاک شدهیکشسان زهکش هاییاستنتاج سخت یبرا یعمدتاً نظر یکردرو یک ینتدو

 نشدهیزهکش هاییژگیاشباع بر اساس و
 

  *1احسان پگاه

 یرانتهران، ا ی،دانشگاه خوارزم ین،دانشکده علوم زم ی،کاربرد شناسیینگروه زم .1

 چکیده  اطلاعات مقاله
 لهتاریخچه مقا

 21/07/1404 :دریافت

 29/09/1404 :پذیرش

 
 شناسیینو زم یکژئوتکن یاز مسائل مهندس یاریبس یلدر تحل ینقش مهم یادانه یهاکشسان ناهمسانگرد در رسوبات خاک هاییسخت

 نشدهیزهکش هاییژگیواشباع بر اساس  یادانه یهادر خاک شدهیکشسان زهکش هاییمطالعه، امکان محاسبه سخت یندارند. در ا یمهندس

 یقتحق ییشینهاز پ یکشسان ییهاصول نظر یاز معادلات بر مبنا یامجموعه ی،ادانه یهامتقاطع در خاک مسانگردیشد. با فرض ناه یبررس

 یانرا ب نشدهیو زهکش شدهیزهکش یپارامترها ینمطالعه، ارتباط ب ینشده در ادادهتوسعه یرابطه تجرب یکبا  یباستخراج شدند که در ترک

قائم  یو مؤلفه یناهمسانگرد مدول برش یناهمسانگرد از دو مؤلفه شدهیزهکش یانگ یهامحاسبه مدول برای یننو یکردی. سپس، روکنندیم

انگرد حاصل از کشسان ناهمس هاییژگیمربوط به و یهاداده یکرد،رو یندقت و اعتبار ا یابیارز یارائه شد. برا نشدهیزهکش یطدر شرا یانگمدول 

 یهاشد. مدول یگردآور یشینهمختلف جهان، از پ یهانوع خاک از مکان 3متفاوت متعلق به  یاخاک دانه ونهنم 7 یرو یشگاهیآزمون آزما 46

 یدهندهنشان جیشدند. نتا یسهمقا شدهیریگاندازه یماًمستق یرمحاسبه و با مقاد یشنهادیهر آزمون با روش پ یناهمسانگرد برا شدهیزهکش یانگ

و  یمنطق یفتوص یمناسب برا یبه عنوان مرجع تواندیمطالعه م ینا هاییافتهبود.  یواقع یرو مقاد شدهبهمحاس یرمقاد ینتوافق مطلوب ب

کار گرفته هب یالرزه یرمخربغ هاییکاز تکن یریگاشباع با بهره یادانه یهاکشسان ناهمسانگرد در رسوبات خاک هاییسخت یصرفهبهمقرون

 شوند.    

 کلیدی هایواژه
اشباع،  یادانه یهاخاک

متقاطع،  یناهمسانگرد

کشسان  یسخت

سرعت  شده،یزهکش

 یهاروش ی،اامواج لرزه

 .یالرزه یرمخربغ

 
 

 

 مقدمه

ای یکی از های دانههای کشسان در خاکتوصیف دقیق ویژگی

تکنیک است. مهمترین موضوعات در مکانیک خاک و مهندسی ژئو

های کوچک نقش اساسی در های کشسان در کرنشمقادیر سختی

شناسی مهندسی دارند تحلیل بسیاری از مسائل ژئوتکنیکی و زمین

(Anhdan and Koseki, 2005; Gu and Yang, 2018; He et 

al., 2017; Pegah et al., 2022; Pegah and Liu, 2025; 

Talaee Firozjaee et al., 2024; Zhu et al., 2020.) 

طور کلی بسته به وضعیت زهکشی در یک توده خاک اشباع، به

شوند: ی مجزا تقسیم میهای کشسان به دو مجموعهسختی

شده های زهکشینشده )سختی تنش کل( و مدولهای زهکشیمدول

ای، با توجه های دانه(. در خاکClayton, 2011)سختی تنش موثر( )

یب هدایت هیدرولیکی، فرآیند زهکشی معمولاً به مقادیر بالای ضر

(. بنابراین، Das and Sobhan, 2014شود )بسیار سریع تکمیل می

ها را از توان آنشده اهمیت بالایی دارند و میپارامترهای زهکشی

محوری یا های آزمایشگاهی متداول استاتیکی و/یا دینامیکی سهآزمون

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
K

JE
S.

20
25

.1
1.

2.
10

70
23

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

53
84

49
.1

40
4.

11
.2

.4
.5

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 g

nf
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             5 / 29

http://dx.doi.org/10.22034/KJES.2025.11.2.107023
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.2538449.1404.11.2.4.5
https://gnf.khu.ac.ir/article-1-2960-en.html


 
 

 

 

371 

 

 … شدهیکشسان زهکش هاییاستنتاج سخت یبرا یعمدتاً نظر یکردرو یک ینتدو پگاه 

 

 Dasگیری کرد )ده خاک اندازههای بازسازی شپیچشی بر روی نمونه

and Ramana, 2011; Ezaoui and Di Benedetto. 2009; 

Fioravante et al., 2013; Hoque and Tatsuoka, 2004; 

Kumar and Madhusudhan, 2010.) 

های شده از روشتعیین دقیق پارامترهای کشسان زهکشی

ی حسگرهای آزمایشگاهی از نظر فنی به دلیل عواملی چون ناپایدار

ها، خطای شدگی مبدلشده اطراف نمونه، جفتکرنش نصب

پذیری غیریکنواخت نمونه و تعیین دقیق کالیبراسیون، تغییرشکل

های المان خمشی یا کششی در آزمون Sو  Pهای رسید امواج زمان

 ,Gu et al., 2015; Kuwano and Jardineبرانگیز است )چالش

2002; Khan et al., 2011; Nishimura 2014 ،علاوه بر این .)

دیگر پیامدهای منفی حاصل از حفاری، شامل آسیب ساختاربافتی 

های مالی، از مسائل محیطی و هزینهطبیعی خاک، اثرات زیست

 روند.شمار میهای آزمایشگاهی بهبحرانی آزمون

بنابراین، هدف اصلی این مطالعه ارائه تکنیکی نوین برای محاسبه 

𝐸𝑣شده ناهمسانگرد متقاطع )نگ زهکشیدو مدول یا
𝐸ℎو  ′

( از ′

ها را بر اساس توان آنمینشده است، که های زهکشیویژگی

توانند ها میمحاسبه کرد. این سرعت Sو  Pای امواج های لرزهسرعت

گیری ای مخرب یا غیرمخرب برجا اندازههای لرزهاز طریق پیمایش

مخرب به دلیل سازگاری با محیط زیست و شوند، اگرچه گزینه غیر

نگاری انکساری های لرزهتر است. آزمونهزینه کمتر، محبوب

سادگی در غیرمخرب امکان تعیین پروفیل سرعت زیرسطحی را به

کنند، بدون آنکه نیاز به حفر محل رسوبات خاک اشباع فراهم می

سرعت های حاصل، توزیع برداری خاک باشد. مدلگمانه یا نمونه

نشده را در سرتاسر محیط زیرسطحی زهکشی Sو  Pای امواج لرزه

ای در دهند. در واقع، انتشار امواج لرزههای مختلف نشان میبرای لایه

شود که به دلیل اعمال آنی باعث می ای اشباعیک محیط خاک دانه

ها تحت شرایط ها در بازه زمانی بسیار کوتاه، سرعتتنش

گیری شوند. این مقادیر سرعت سپس در معادلات هنشده انداززهکشی

شوند تا سازی میناشی از نظریه کشسانی ناهمسانگرد متقاطع پیاده

شده های زهکشینشده و در نهایت مدولپارامترهای کشسان زهکشی

های کارآمدی ای غیرمخرب تکنیکتعیین شوند. رویکردهای لرزه

ایط طبیعی برجا فراهم توانند نتایج دقیقی تحت شرهستند که می

 ,Foti et al., 2015; Pegah and Liu, 2016, 2020aآورند )

2020b; Pegah et al., 2016; Sloan et al., 2013; Uyanik, 

2011.) 

در این مطالعه، با فرض ناهمسانگردی متقاطع در رسوبات خاک 

ی کلیدی ترکیب ای اشباع، معادلات نظری کشسانی با سه رابطهدانه

( که مدول یانگ Lings, 2001ی نظری لینگز )( معادله1د: )شدن

شده ارائه های کشسان زهکشینشده را بر حسب پارامترقائم زهکشی

 Chowdhury( نامعادله خطی نظری چودوری و کینگ )2دهد؛ )می

and King, 1971, 1972های پواسون ( که ارتباط بین نسبت

یانگ ناهمسانگرد تحت های ناهمسانگرد را بر حسب نسبت مدول

ی تجربی ( یک رابطه3کند؛ و )شده توصیف میشرایط زهکشی

های یانگ ناهمسانگرد یافته در این مطالعه که نسبت مدولتوسعه

های برشی متناظر بیان شده را بر حسب نسبت مدولزهکشی

ی تجربی امکان نماید. ترکیب این مجموعه معادلات و رابطهمی

𝐸𝑣ی محاسبه
𝐸ℎو  ′

ای ناهمسانگرد را برای یک توده خاک دانه ′

های کشسان سازد. در نهایت، ویژگیاشباع فراهم میمتقاطع 

های آزمون آزمایشگاهی بر روی نمونه 46آمده از دستناهمسانگرد به

نوع خاک مختلف از کشورهای  3ای مربوط به متنوع خاک دانه

شدند تا دقت و اعتبار روش  آوریگوناگون از پیشینه تحقیق گرد

 پیشنهادی مورد سنجش قرار گیرد.

 چارچوب رویکرد پیشنهادی

 کشسانی ناهمسانگرد متقاطع

ی ناهمسانگردی متقاطع در رسوبات طبیعی خاک، یک فرضیه

طور گسترده در عمل برای توصیف ی معتبر است که بهفرضیه

 ,Claytonست )کار گرفته شده اهای ژئوتکنیکی بهبسیاری از ویژگی
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2011; Dutta et al., 2020; Fioravante, 2000; Gu et al., 

2017; Pegah et al., 2017, 2024.) 

ای ناهمسانگرد بسته به شرایط زهکشی در یک محیط خاک دانه

ی متفاوت های کشسان به دو دستهطور کلی ویژگیمتقاطع اشباع، به

شوند. بندی میبقهنشده طشده و زهکشیشامل پارامترهای زهکشی

های کشسان شامل هفت پارامتر نشده، ویژگیبرای شرایط زهکشی

𝐸𝑣ی کشسانی ناهمسانگرد متقاطع هستند: مختلف بر اساس نظریه
𝑢  و

𝐸ℎ
𝑢 نشده در جهات قائم و های یانگ زهکشیترتیب مدولکه به

𝑣𝑣ℎاتد؛ افقی
𝑢 ،𝑣ℎ𝑣

𝑢 و ،𝑣ℎℎ
𝑢 های پواسون یانگر نسبتکه ب

𝑣𝑖𝑗صورت نشده بهزهکشی
𝑢 طوری که کرنش ایجاد شده در هستند به

𝐺𝑣ℎشود؛ و تعریف می iشده در جهت ناشی از کرنش تحمیل jجهت 
𝑢 

𝐺ℎ𝑣)یا 
𝑢 و )𝐺ℎℎ

𝑢 های برشی در صفحات قائم و ترتیب مدولکه به

( از 3( تا )1ان بر اساس معادلات )اند. این هفت پارامتر کشسافقی

ای که در عمل تنها گونهاند، بهی کشسانی با یکدیگر در ارتباطنظریه

 Clayton, 2011; Pegah etآیند )شمار میپنج پارامتر، مستقل به

al., 2021, 2022:) 

(1) 𝐺𝑣ℎ
𝑢 = 𝐺ℎ𝑣

𝑢 , 

(2) 𝜈𝑣ℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢⁄ = 𝜈ℎ𝑣
𝑢 𝐸ℎ

𝑢⁄ , 

 و

(3) 𝐺ℎℎ
𝑢 = 𝐸ℎ

𝑢 [2(1 + 𝜈ℎℎ
𝑢 )]⁄ . 

علاوه بر این، بر اساس مطالعات تحلیلی انجام شده توسط 

𝑣ℎ𝑣(، دو نسبت پواسون Gibson, 1974گیبسون )
𝑢  و𝑣ℎℎ

𝑢  همچنین

𝐸ℎبا نسبت 
𝑢 𝐸𝑣

𝑢⁄ ( نشان داده شده 5( و )4همانطور که در معادلات )

اند و در نهایت توصیف یک محیط ناهمسانگرد ت، در ارتباطاس

𝐸𝑣متقاطع را تنها با سه پارامتر مستقل 
𝑢 ،𝐸ℎ

𝑢 و ،𝐺𝑣ℎ
𝑢 سازد ممکن می

(Lings, 2001:) 

(4) 𝜈ℎ𝑣
𝑢 = 1

2⁄ (𝐸ℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢⁄ ), 

(5) 𝜈ℎℎ
𝑢 = 1 − 1

2⁄ (𝐸ℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢⁄ ). 

( نشان دادند که Pegah et al., 2021، پگاه و همکاران )همچنین

توان با نشده را میسه پارامتر کشسان مستقل در شرایط زهکشی

آمده از دستبه SH، و PH ،SVهای امواج اطمینان، بر اساس سرعت

( تا 6ای غیرمخرب، تعیین کرد )معادلات )های انکساری لرزهپیمایش

(8:)) 

(6)  𝐸𝑣
𝑢 = 𝜌𝑉𝑆𝐻

2 [3 − 4(𝑉𝑆𝐻 𝑉𝑃𝐻⁄ )2] 

(7) 𝐸ℎ
𝑢 = 𝜌[(3𝑉𝑃𝐻

2 − 4𝑉𝑆𝐻
2 ) ((𝑉𝑃𝐻 𝑉𝑆𝐻⁄ )2 − 1)⁄ ] 

 و

(8)                                                          𝐺𝑣ℎ
𝑢 = 𝜌𝑉𝑆𝑉

2 . 

 در این روابط:

 PHV  سرعت موجP های خاک فقی لایهدر راستای ا

ی وسیلهتوان آن را در عملیات صحرایی بهاست که می

 Seismicای )تکنیک توموگرافی انکساری لرزه

Refraction Tomography  یاSRTگیری ( اندازه

 کرد.

 SVV  سرعت موجS  در صفحه قائم است که از طریق

روش تحلیل چندکاناله امواج سطحی ریلی 

(Multichannel Analysis of Surface Rayleigh 

Waves  یاMASWشود.( استخراج می 

 SHV موج سرعت S توان آن می که است افقی صفحه در

را به کمک روش تحلیل چندکاناله امواج لاو 

(Multichannel Analysis of Love Waves  یا

MALW.تعیین کرد ) 

 ρ .نیز چگالی ظاهری خاک است 

های ی روشریکارگبهتوان با را می SHVو  SVVهای سرعت

MASW  وMALW دست آورد. ای صحرایی بههای لرزهبر روی داده

 یاهیآرا قیاز طر یانکسار ینگارلرزه شیمایپ کیمنظور،  نیا یبرا

از  یبیترک ای یامولفهسه یهاشامل ژئوفون —ا هاز ژئوفون یخط

امواج توسط  دیتول. شودیاجرا م —ی قائم و افق یهاژئوفون

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
K

JE
S.

20
25

.1
1.

2.
10

70
23

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

53
84

49
.1

40
4.

11
.2

.4
.5

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 g

nf
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             7 / 29

http://dx.doi.org/10.22034/KJES.2025.11.2.107023
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.2538449.1404.11.2.4.5
https://gnf.khu.ac.ir/article-1-2960-en.html


 
 

 

 

373 

 

 … شدهیکشسان زهکش هاییاستنتاج سخت یبرا یعمدتاً نظر یکردرو یک ینتدو پگاه 

 

. ردیگیصورت م تینامیانفجار د ایگذرا مانند ضربه پتک  یاهضربه

و  ،یلیو ر Pشامل امواج  یااز امواج لرزه یها انواع گوناگونضربه نیا

در  بیترتکه به کنندیم جادیو لاو را ا Sامواج  نیهمچن

رفتار  لیدر ادامه، با تحل. گردندیثبت م Sو  P یهاشاتدسته

و  MASW یهاکیو در چارچوب تکنو لا یلیامواج ر یپاشندگ

MALWسرعت  یهالی، پروفSVV  وSHV شوندیاستخراج م. 

در  ادیبا دامنه ز ییهاگنالیصورت سمعمولاً به یلیامواج ر

بودن، شامل پاشنده لیدلو به شوندیظاهر م P یهاشاتدسته

 ژهیبا سرعت فاز و کیهستند که هر  یمختلف یفرکانس یهامؤلفه

مختلف به  یهاموج. از آنجا که طولابندییانتشار م طیخود در مح

امواج اطلاعات  نیا یپاشندگ یمنحن کنند،ینفوذ م یاعماق متفاوت

پاشنده  زیلاو ن. امواج کندیفراهم م SVV یعمق راتییدرباره تغ یقیدق

. شوندیمشاهده م S یهاشاتبالا در دسته یهابوده و معمولاً با دامنه

 ریها به تصاوشاتابتدا دسته MALW و MASW هایروش در

 یوستگیکه وضوح و پ دو تصویر برترشده و سپس  لیتبد یپاشندگ

انتخاب  ،دندار لاو ریلی و جاموا یپاشش مود اصل شیدر نما یشتریب

با دنبال کردن امواج ریلی و لاو  یاصل مود یپاشندگ ی. منحندنشویم

و سپس  شده استخراجغالب  یانرژ یها در نواحدامنه نیشتریب

. دیندست آبه SHV و SVV سرعت هایلیتا پروف شودیم یسازمعکوس

در استخراج  MALWو  MASW یهاکاربرد گسترده و اعتبار روش

گزارش  یمعتبر و قابل اعتماد، در مطالعات متعدد یالرزه یهاسرعت

 ;Ivanov at al., 2017; Pegah and Liu, 2020b) شده است

Xia, 2014). 

های کشسان ناهمسانگرد متقاطع در شرایط تعداد کل پارامتر

نشده است. تنها تفاوت در شده اساساً مشابه شرایط زهکشیزهکشی

شده با نمادگذاری متناظر با تنش آن است که پارامترهای زهکشی

𝐸𝑣شوند )موثر نمایش داده می
′ ،𝐸ℎ

′ ،𝜈𝑣ℎ
′ ،𝜈ℎ𝑣

′ ،𝜈ℎℎ
′ ،𝐺𝑣ℎ

)یا  ′

𝐺ℎ𝑣
𝐺ℎℎ(، و ′

صورت (. علاوه بر این، روابط بین این پارامترها صرفاً به′

شده بیان ( برای شرایط زهکشی3( تا )1ی معادلات )یافتهتبدیل

مانند که ای که در نهایت پنج پارامتر مستقل باقی میگونهشوند؛ بهمی

𝐸𝑣شامل 
′ ،𝜈𝑣ℎ

𝜈ℎ𝑣)یا  ′
′ ،)𝐺𝑣ℎ

𝐸ℎ، و دو پارامتر از میان ′
′ ،𝐺ℎℎ

، و ′

𝜈ℎℎ
 (.Clayton, 2011; Pegah et al., 2022هستند ) ′

نشده های کشسان زهکشیی سختیدهندهمعادلات ربط

 شدههای زهکشیبه ویژگی

( نشان Nishimura, 2014( و نیشیمورا )Lings, 2001لینگز )

𝐸𝑣نشده ن زهکشیدادند که سختی کشسا
𝑢 ی خاک در یک توده

ناهمسانگرد متقاطع، به صورت تابعی از پارامترهای کشسان 

𝐸𝑣شده زهکشی
′ ،𝐸ℎ

′ ،𝜈ℎℎ
𝜈𝑣ℎ، و ′

 شود:بیان می ′

𝐸𝑣
𝑢 =  𝐸𝑣

′ [2(1 − 𝜈ℎℎ
′ )𝐸𝑣

′ + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐸ℎ

′ ]/ 

[2(1 − 𝜈ℎℎ
′ )𝐸𝑣

′ − 4(𝜈𝑣ℎ
′ )2𝐸ℎ

′ ]                                      (9) 

𝐺𝑣ℎهای برشی اند که سختیها همچنین گزارش کردهآن
𝐺ℎℎو  ′

′ 

عملاً مستقل از شرایط زهکشی بوده و با مقادیر متناظر درحالت 

 نشده برابر هستند:زهکشی

(10) 𝐺𝑣ℎ
𝑢 = 𝐺𝑣ℎ

′ , 

(11) 𝐺ℎℎ
𝑢 = 𝐺ℎℎ

′ . 

𝑬𝒗های کشسان ی سختیمحاسبه
𝑬𝒉و  ′

′ 

𝐺𝑣ℎ(، مقادیر 11( و )10بر اساس معادلات )
𝐺ℎℎو  ′

توان را می ′

دست آورد. با این حال، ی متناظر بهنشدهسادگی از مقادیر زهکشیبه

𝐸𝑣تعیین سه پارامتر مستقل دیگر، یعنی 
′ ،𝐸ℎ

𝜈ℎℎ)یا  ′
𝜈𝑣ℎ( و ′

)یا  ′

𝜈ℎ𝑣
پذیر نیست. نشده به این سادگی امکانهای زهکشی(، از ویژگی′

رو، در این مطالعه یک رویکرد عمدتاً نظری برای ارزیابی کمی ازاین

 ( پیشنهاد شده است.9این پارامترها بر اساس معادله )

𝜈ℎℎنسبت پواسون 
( برای حالت 3ادله )توان بر اساس معرا می ′

𝜈ℎℎشده به صورت زهکشی
′ = (𝐸ℎ

′ /2𝐺ℎℎ
′ ) − بازنویسی کرد. با  1

𝜈ℎℎجایگذاری سمت راست این معادله به جای 
(، مقدار 9در معادله ) ′
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𝐸𝑣
𝑢  به صورت تابعی از پارامترهای𝐸𝑣

′، 𝐸ℎ
′، 𝜈𝑣ℎ

𝐺ℎℎو  ،′
بیان  ′

 شود:می

𝐸𝑣
𝑢 = 𝐸𝑣

′ [(4 − 𝐸ℎ
′ 𝐺ℎℎ

′⁄ )𝐸𝑣
′ + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐸ℎ
′ ]/ 

[(4 − 𝐸ℎ
′ 𝐺ℎℎ

′⁄ )𝐸𝑣
′ − 4(𝜈𝑣ℎ

′ )2𝐸ℎ
′ ] (12)                       

 متقاطع ناهمسانگرد یکشسان مدلاز سوی دیگر، بر اساس 

(، Graham and Houlsby, 1983ی )هولسب و گراهام یپارامترسه

𝐸ℎمدول یانگ 
توان به صورت یک تابع درجه دو از نسبت را می ′

𝐺𝑣ℎهای برشی ناهمسانگرد مدول
𝐺ℎℎو  ′

 بیان کرد: ′

(13)                                           𝐸ℎ
′ = 𝐸𝑣

′ (𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

′⁄ )2 

سازی فرض ریاضیاتی برای ساده این رابطه تنها در قالب یک

که مسیر دستیابی به پارامترهای مستقل کشسان معرفی شد، بدون آن

تلاش سیستماتیکی برای اعتبارسنجی تجربی آن انجام شده باشد. 

 Pegahبینانه، پگاه و همکاران )ی کاربردی و واقعتنها در یک مطالعه

et al., 2022های جامع از نسبتداده نسبتاً ( با ایجاد یک پایگاه

𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎو  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

و عددی  یشگاهیآزما آزمون 190حاصل از  ⁄′

𝐸ℎای، و سپس ترسیم های دانهروی طیفی از خاک
′ 𝐸𝑣

بر حسب  ⁄′

𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

طور کلی ( را در کاربردهای عملی به13، کفایت معادله )⁄′

 تأیید کردند.

 ,.Pegah et alداده پگاه و همکاران )ر این مطالعه، پایگاهد

های کشسانی های بیشتر از ویژگیداده( با افزودن مجموعه2022

جامع از  هدادآزمون دیگر تکمیل شد تا یک پایگاه 22مرتبط با 

𝐸ℎهای نسبت
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎو  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

 ای تدوین شود.های دانهدر خاک ⁄′

𝐸𝑣های ی مدولگیری شدهداده جدید شامل مقادیر اندازهپایگاه
′ ،𝐸ℎ

′ ،

𝐺𝑣ℎ
′ ،،𝐺ℎℎ

𝐸ℎهای حاصل برای ، و نسبت′
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎو  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

بودند  ⁄′

 روش بر یمبتن یعدد مطالعاتآزمون آزمایشگاهی و  212که از 

ای خاک دانه 7خاک مختلف متعلق به نمونه  26روی  گسسته لماناِ

 ;Bellotti et al., 1996; Dutta et al., 2020استخراج شدند )

Ezaoui and Di Benedetto, 2009; Fioravante, 2000; 

Fioravante et al., 2013; Gu et al., 2017ها (. تمامی این آزمون

ر های بسیار کوچک )دی کرنشدر محدوده و تنش مختلف طیشرا در

( انجام شدند تا اطمینان حاصل شود که رفتار خاک 10-6حدود 

طور کامل کشسان باقی بماند. لازم به ذکر است که فرآیند شمارش به

ها انجام تعداد انواع خاک در این مطالعه بر مبنای منشأ و خاستگاه آن

هایی که در مطالعات مختلف با نام، ترتیب، خاکاینگرفته است. به

اند، بار شمارش شدهاند، تنها یکاستگاه یکسان گزارش شدهمنشأ یا خ

های فیزیکی متفاوتی داشته باشند. جدول هرچند ممکن است ویژگی

های ناهمسانگرد را همراه با سایر در پیوست الف، مقادیر مدول 1

، در شودیمشاهده مدهد. همانگونه که اطلاعات تکمیلی نشان می

𝐸ℎ یهانسبتول، های نهم و دهم این جدستون
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎو  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

′⁄ 

 نیانحراف ااند. و ارائه شده نمونه خاک محاسبه 26 یتمام یبرا

 ی،و برش انگی یهاکه مدول دهدیها از مقدار واحد نشان منسبت

 بنابراینو  ستندیبرابر ن یقائم و افق و صفحات در راستاهاترتیب، به

یافته  نیا. شودیم دییها تأدر رفتار کشسان نمونه یدوجود ناهمسانگر

مطالعه  نیکه در ادر محیط خاک متقاطع  یبا فرض ناهمسانگرد

 .باشدیسازگار م ،اتخاذ شده است

های ی بالقوه بین نسبتدر ادامه، به منظور استخراج رابطه

𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎو  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

ا در برابر هم ترسیم شدند ه، مقادیر این نسبت⁄′

(. سپس با استفاده از تحلیل رگرسیون و برازش بهترین خط 1)شکل 

ها کننده بین این نسبتی نهایی همبستهدر مقیاس لگاریتمی، رابطه

 دست آمد:به

(14) 𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

′⁄ = (𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

′⁄ )1.8; R2 = 0.90, N = 212   

کاررفته در های بهتعداد داده Nریب تعیین و ض 2Rدر این رابطه، 

بیانگر وجود یک  2Rفرآیند برازش است. مقدار بالای ضریب 

ی باشد که فرضیههای ناهمسانگرد میهمبستگی قوی بین نسبت

( مبنی بر وجود Graham and Houlsby, 1983گراهام و هولسبی )

این حال، توان  کند. باها را تأیید میارتباط توانی میان این نسبت

( متفاوت است. با 13( با توان فرضی در رابطه )8/1آمده )دستبه

ای جامع از نتایج داده( بر اساس پایگاه14که رابطه )توجه به این
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( 13آزمایشگاهی واقعی استنتاج شده است، جایگزینی آن با معادله )

جام همانند آنچه در این مطالعه ان -ای های دانهدر مطالعات خاک

اعتمادتر ضروری است. رابطه برای دستیابی به نتایج قابل -شود می

 انگی یهامدول ناهمسانگردی نسبت که است آن یهدهندنشان( 14)

عمل  یبرش یهامدول یاز نسبت ناهمسانگرد یبه صورت تابع توان

دو نسبت بوده و  نیا یشدت وابستگ انگریب( 8/1) . مقدار توانکندیم

در  راتتغیی که است آن یهدهندنشان یکیزیف دگاهیاز د

کشسان  یسخت یچگونه بر ناهمسانگرد یبرش یسخت یناهمسانگرد

𝐺ℎℎ که نسبت یطور خاص، زمانبه. گذاردیاثر م
′ 𝐺𝑣ℎ

 کیکمتر از  ⁄′

𝐸ℎ که نسبت متناظر شودیموجب م 8/1 عمال توان، اِباشد
′ 𝐸𝑣

با  ⁄′

 کند. در مقابل، اگر نسبت رییتغ ینسبت برش راتییکمتر از تغ یشدت

𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

 دیتشدسبب  توان اعِمال اینباشد،  کیتر از بزرگ ⁄′

𝐸ℎ نسبت شده و یبرش یناهمسانگرد یاثرگذار
′ 𝐸𝑣

با شدت  ⁄′

در  یاکنندهنیینقش تع 8/1توان  ن،یرشد خواهد کرد. بنابرا یشتریب

 راتییکشسان نسبت به تغ یسخت یناهمسانگرد تیحساس فیتوص

 .کندیم فایا یبرش سختی

 
𝐸ℎهای یانگ ناهمسانگرد )برازش منحنی بر نسبت مدول -1شکل 

′ 𝐸𝑣
𝐺ℎℎهای برشی ناهمسانگرد )( برحسب نسبت مدول⁄′

′ 𝐺𝑣ℎ
آزمون  212(، بر اساس نتایج ⁄′

 ای، در مقیاس لگاریتمیهای دانهای از خاکروی مجموعه شده برآزمایشگاهی و عددی انجام
Fig. 1. Curve fitting of the anisotropic Young’s moduli ratio (𝐸ℎ

′ 𝐸𝑣
′⁄ ) versus the anisotropic shear moduli ratio (𝐺ℎℎ

′ 𝐺𝑣ℎ
′⁄ ), based on 

the results of 212 experimental and numerical tests conducted on various granular soils, plotted on a logarithmic scale 

(، یک 12( در معادله )14(، و )11(، )10با جایگذاری معادلات )

𝐸𝑣معادله درجه دوم بر حسب 
صورت که به -فرد با ضرایبی منحصربه ′

𝐸𝑣نشده توابعی از سه ویژگی زهکشی
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢 و ،𝐺ℎℎ
𝑢 و نسبت ،

𝜈𝑣ℎشده پواسون زهکشی
آید که به شکل زیر دست میبه -هستند  ′

 است: 

𝐸𝑣
′2 − [𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]𝐸𝑣
′ + 

4𝐸𝑣
𝑢[(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) − 𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢 ] = 0  (15)                        

که  شود انیبتواند به صورت زیر ( می15برای معادله ) Δعبارت 

 که در پیوست ب اثبات شده است(:همواره مثبت خواهد بود )چنان

𝛥 = [−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2
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+4𝐺ℎℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢(1 − 2𝜈𝑣ℎ
′ )2  (16)                                             

خواهد  یقیحق شهیر دو( 15، بنابراین معادله )Δ > 0که ازآنجا

 داشت:

𝐸𝑣
′ = 1

2⁄ [
𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ )

+(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 + √𝛥
]  (17   )                         

 و ریشه دوم:

𝐸𝑣
′ = 1

2⁄ [
𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ )

+(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 − √𝛥
] (18                            )  

𝐸𝑣با این حال، تنها یکی از این دو ریشه نمایانگر مقدار واقعی 
′ 

آب موجود در حفرات یک توده خاک اشباع  است. بدیهی است که

شود که همواره مدول ناپذیر است. این موضوع باعث میعملاً تراکم

نشده باشد؛ یعنی شده کوچکتر از مدول یانگ زهکشییانگ زهکشی

𝐸𝑣باید 
′ < 𝐸𝑣

𝑢 (Clayton, 2011; Pegah et al., 2021, 2022 با .)

ست ج نشان داده شده است، مقدار گونه که در پیواین وجود، همان

𝐸𝑣( منجر به 17حاصل از معادله )
′ > 𝐸𝑣

𝑢  ،خواهد شد. بر این اساس

این ریشه از روند تحلیل کنار گذاشته شده و ریشه حاصل از معادله 

( که با شرط فوق سازگار است )به پیوست ج مراجعه کنید( 18)

𝐸𝑣عنوان مقدار معتبر به
 شود.گرفته میدر نظر  ′

( گزارش داد که علاوه بر Lings, 2001از سوی دیگر، لینگز )

های صرفاً ترمودینامیکی که موجب اعمال قیودی بر مقادیر محدودیت

توان از شود، میها میشده یا ترکیبات آنپارامترهای کشسان زهکشی

منظر فیزیکی حدود معین دیگری نیز برای این پارامترها در نظر 

شده های اصلی اعمالکه تمامی تنشاو گزارش داد که مادامی گرفت.

بر یک توده خاک کشسان دارای علامت یکسانی باشند، این توده 

خاک نباید تحت بارگذاری فشاری دچار اتساع شود؛ این امر منجر به 

 ,Chowdhury and Kingبرقرار بودن شرط لازم زیر خواهد شد )

1971, 1972:) 

 (19) 𝜈ℎℎ
′ < 1 − (𝐸ℎ

′ 𝐸𝑣
′⁄ )𝜈𝑣ℎ

′  

که یک توده خاک دارای رفتار که تا زمانیکند این شرط بیان می

1غیراتساعی باشد، عبارت  − (𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

′⁄ )𝜈𝑣ℎ
در سمت راست معادله  ′

𝜈ℎℎعنوان کران بالایی برای نسبت پواسون توان به( را می19)
در نظر  ′

𝜈ℎℎگذاری عبارت گرفت. با جای
′ = (𝐸ℎ

′ /2𝐺ℎℎ
′ ) − 𝜈ℎℎبرای  1

در  ′

(، در نهایت 14( و )11(، )10( و ترکیب آن با معادلات )19معادله )

 توان به صورت زیر بازآرایی نمود:( را می19معادله )

 (20) 𝐸𝑣
′ < (4𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) − 2𝐺ℎℎ

𝑢 𝜈𝑣ℎ
′  

𝐸𝑣کند که مقدار ین نامعادله بیان میا
صورت حدی به تواند بهمی ′

𝐸𝑣مقدار عبارت سمت راست میل کند )
′ →

[(4𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) − 2𝐺ℎℎ
𝑢 𝜈𝑣ℎ

′ ( و بسیار به آن نزدیک شود. [

ان عنوان کرتوان به( را می20بنابراین، عبارت سمت راست معادله )

𝐸𝑣بالایی )حدِ نظری( که 
تواند پیش از نقض نامعادله اتخاذ کند، می ′

عنوان مقدار در نظر گرفت. بر این اساس، با فرض این کران بالایی به

𝐸𝑣نظری بیشینه برای 
ی ( یک رابطه18توان علاوه بر معادله )، می′

𝐸𝑣دست آورد که (( به21مرزی دیگر )معادله )
ا بر حسب ر ′

𝐸𝑣پارامترهای 
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢 ،𝐺ℎℎ
𝑢 و ،𝜈𝑣ℎ

نماید. حل دستگاه بیان می ′

( سپس امکان تعیین مقادیر نظری را 21( و )18متشکل از معادلات )

دست آمده از نظر های بهآورد؛ با این حال لازم است ریشهفراهم می

𝐸𝑣سازگاری فیزیکی )مثلاً 
𝑢 > 𝐸𝑣

′ > 𝜈𝑣ℎو دامنه منطقی  0
′ )

 بررسی شوند.

(21) 𝐸𝑣
′ = (4𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) − 2𝐺ℎℎ

𝑢 𝜈𝑣ℎ
′  

( یک دستگاه دو معادله و دو مجهول 21( و )18ترکیب معادلات )

(𝐸𝑣
𝜈𝑣ℎو  ′

دهد. با برابر قرار دادن طرفین راست این ( را تشکیل می′

ی درجه دوم بر سازی جملات، یک معادلهدو معادله و سپس مرتب

𝜈𝑣ℎحسب 
 شود:حاصل می ′

𝜈𝑣ℎ
′ 2

− 1
2⁄ [1 + (4𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
(𝐺ℎℎ

𝑢 1.8
+ 𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
𝐸𝑣

𝑢)⁄ )]𝜈𝑣ℎ
′  

+ 𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

(𝐺ℎℎ
𝑢 1.8

+ 𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

𝐸𝑣
𝑢) = 0⁄ (22                         )  

𝛥از آنجا که برای این معادله داریم  = 4[𝐺ℎℎ
𝑢 −

4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + 𝐸𝑣
𝑢]

2
> ، بنابراین این معادله دارای دو 0

 ریشه ممکن به صورت زیر خواهد بود:

(23) 𝜈𝑣ℎ
′ = 0.5 
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 و ریشه دوم:

(24) 𝜈𝑣ℎ
′ = 2 𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
[𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
(𝐺ℎℎ

𝑢 + 𝐸𝑣
𝑢)]⁄  

 ,Chowdhury and Kingبر مبنای مطالعات چادوری و کینگ )

های وارده بر خاک از حد کشسانی که تنش(، مادامی1972 ,1971

پذیری خاک وارد مرحله اتساع ای که تغییرشکلگونهتجاوز نکند به

𝜈𝑣ℎنشود، مقدار نسبت پواسون 
خواهد بود  5/0همواره کمتر از  ′

(𝜈𝑣ℎ
′ < 0.5( )Lings, 2001; Pegah et al., 2021 ،بنابراین .)

( از درجه اعتبار ساقط بوده و تنها 23شده توسط رابطه )مقدار بیان

𝜈𝑣ℎ( بیانگر مقدار واقعی ممکن برای 24مقدار حاصل از رابطه )
′ 

 خواهد بود.

𝜈𝑣ℎجای ( به24ی معادله )در ادامه، با جایگذار
( یا 18در معادله ) ′

𝐸𝑣(، مقدار 21)
 آید:دست میبه صورت زیر به ′

 (25) 𝐸𝑣
′ = (4𝐸𝑣

𝑢𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

) [𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

(𝐺ℎℎ
𝑢 + 𝐸𝑣

𝑢)]⁄  

𝐸𝑣در نهایت، با قراد دادن مقدار 
ر ( د25شده از رابطه )محاسبه ′

𝐸ℎتوان ( می14معادله )
فرآیند محاسبه  2را نیز محاسبه نمود. شکل  ′

𝐸𝑣شده های زهکشیمدول
𝐸ℎو  ′

ای اشباع از های دانهدر خاک ′

𝐸𝑣نشده پارامترهای زهکشی
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢 و ،𝐺ℎℎ
𝑢  بر اساس رویکرد

ام در قالب یک روندنما گبهصورت گامپیشنهادی در این مطالعه را به

 دهد.نشان می

 
𝐸𝑣شده ناهمسانگرد )های یانگ زهکشیروندنمای استخراج مدول -2شکل 

𝐸ℎو  ′
 یافته در این مطالعهای اشباع بر اساس رویکرد توسعههای دانه( در خاک′

Fig. 2. Flowchart illustrating the derivation of anisotropic drained Young’s moduli (𝐸𝑣
′  and 𝐸ℎ

′ ) in saturated granular soils based on 

the developed approach in this study 
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 ایهای ماسهکاربست رویکرد پیشنهادی در خاک

ای از پارامترهای کشسان ناهمسانگرد دادهتدوین پایگاه

 ایهای ماسهمتقاطع در خاک

شده در بخش و کارایی رویکرد نظری ارائهمنظور ارزیابی دقت به

ای از پارامترهای کشسان ناهمسانگرد متقاطع مربوط پیشین، مجموعه

نوع ماسه گوناگون،  3ای مختلف، شامل های ماسهنمونه از خاک 7به 

 ,Kuwanoشده توسط کووانو )های آزمایشگاهی گزارشاز داده

( Kuwano and Jardine, 2002( و کووانو و جاردین )1999

های های مورد آزمایش شامل ماسهاستخراج گردید. نمونه

های های فیزیکی متفاوت بودند که تحت تنششده با ویژگیبازسازی

ها با استفاده از روش فشاری و کششی مورد بررسی قرار گرفتند. نمونه

ای بر دیواره قالب آماده شدند و بارش خشک در هوا و کوبش ضربه

طور کامل اشباع شدند. در فشار برگشتی کافی، به سپس با اعمال

محوری پیشرفته های سهای از دستگاهها در مجموعهادامه، نمونه

گیری تغییرشکل و سامانه ثبت امواج مجهز به حسگرهای دقیق اندازه

شده و های کشسان زهکشیبرشی قرار داده شدند تا ویژگی

𝜎𝑐ای موثر )رمحفظهها در سطوح مختلفی از فشانشده آنزهکشی
( در ′

𝐸𝑣گیری شود. پارامترهای کیلوپاسکال اندازه 400تا  40ی بازه
𝑢 ،𝐸𝑣

′ ،

𝐸ℎو 
های محوری و شعاعی تحت های کرنشگیریاز اندازه ′

ای های تناوبی در دو جهت محوری و شعاعی، طی مجموعهبارگذاری

طور مستقیم ناهمسانگرد، به های تنش اولیه همسانگرد واز حالت

𝐺𝑣ℎهای برشی . افزون بر این، مدولگردیدندمحاسبه 
𝐺ℎℎو  ′

با  ′

های دار از طریق اِلمانگیری سرعت موج برشی جهتاستفاده از اندازه

دست آمدند. در مجموع، شده در جهات قائم و افقی بهخمشی نصب

آزمون  46مسانگرد از های مربوط به پارامترهای کشسان ناهداده

 3ای طبیعی و نمونه خاک ماسه 4شده بر روی آزمایشگاهی انجام

ای مصنوعی گردآوری شدند. اطلاعات تکمیلی نمونه خاک ماسه

 ارائه شده است. 2شده در جدول های آزمایشمربوط به تمامی نمونه
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 ,Kuwanoصورت آزمایشگاهی توسط کووانو )شده بهگیریای، اندازهنوع خاک ماسه 3نمونه مختلف از  7سانگرد مربوط به شده از مقادیر پارامترهای کشسان ناهمداده تدوینپایگاه -2جدول 

𝐾𝑐(، همراه با شرایط تنش حین آزمایش و سایر توضیحات تکمیلی )پارامتر Kuwano and Jardine, 2002( و کووانو و جاردین )1999 = 𝜎ℎ
′ 𝜎𝑣

ثر است و ؤنسبت تنش تحکیم م بیانگر ⁄′

𝜎𝑐روی مقادیر  OCبالانویس 
 باشد(می 2تحکیم برابر با یافته با نسبت پیشتحکیمگیری پارامترهای کشسان تحت حالت تنش پیشدهنده اندازهنشان ′

Table 2. Compiled database of anisotropic elastic parameters for 7 different specimens representing 3 types of sand, measured through laboratory tests 

conducted by Kuwano (1999) and Kuwano and Jardine (2002), together with the corresponding stress conditions and other supplementary information 

(Parameter 𝑲𝒄 = 𝝈𝒉
′ 𝝈𝒗

′⁄  denotes the effective consolidation stress ratio, and the superscript OC over the 𝝈𝒄
′  values corresponds to measurements obtained 

under an overconsolidated stress condition characterized by an OCR of 2) 
Soil type Specimen ID Soil origin Soil characteristics 𝑲𝒄 𝝈𝒄

′  (kPa) 𝑬𝒗
𝒖 (MPa) 𝑬𝒗

′  (MPa) 𝑬𝒉
′  (MPa) 𝑮𝒗𝒉

𝒖  (MPa) 𝑮𝒉𝒉
𝒖  (MPa) 

Ham River 

Sand 
(new-

HRS) 

H304 

Chertsey, 
England 

A well-characterized quartz sand 

commonly used in research, 
composed mainly of subangular to 

angular particles with a moderately 

uniform medium grain size ranging 
from approximately 0.15 to 0.5 

mm. It exhibits a uniformity 

coefficient of Cu = 1.67, and the 
three specimens investigated—

H304 (Dr = 38%, loose), H935 (Dr 

= 63%, dense), and H601 (Dr = 
60%, dense)—represent varying 

initial relative densities. 

0.95 80 260 225 190 77 81 

0.95 120 305 280 215 93 96 

0.95 160 360 320 250 111 115 

0.95 200 400 370 290 125 131 

0.95 300 550 460 380 151 157 

0.95 400 670 560 430 178 189 

0.95 200(OC) 420 350 N/A 120 125 

H935 

0.95 80 350 280 220 86 93 

0.95 120 420 300 260 114 118 

0.95 160 480 360 320 124 135 

0.95 200 540 420 360 141 155 

0.95 300 690 540 450 173 182 

0.95 400 780 640 570 196 218 

H601 

0.45 43 280 260 130 72 62 

0.45 80 340 330 190 97 87 

0.45 120 420 410 220 119 104 

0.45 160 470 460 250 138 119 

0.45 200 540 520 280 155 131 

Dunkerque 

Sand 
(DKS) 

D903 

The 

Coastline of 
Northern 

A naturally occurring marine quartz 

sand characterized by well-sorted 
fine to medium grains with 

0.95 80 300 250 270 91 123 

0.95 120 380 330 320 111 143 
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Soil type Specimen ID Soil origin Soil characteristics 𝑲𝒄 𝝈𝒄

′  (kPa) 𝑬𝒗
𝒖 (MPa) 𝑬𝒗

′  (MPa) 𝑬𝒉
′  (MPa) 𝑮𝒗𝒉

𝒖  (MPa) 𝑮𝒉𝒉
𝒖  (MPa) 

France predominantly subrounded particle 
shapes, typically spanning the size 

range of 0.1–0.6 mm. The material 

was reconstituted to achieve a 
medium-dense packing condition, 

corresponding to an initial relative 

density of approximately Dr = 57%. 

0.95 160 440 400 380 133 160 

0.95 200 520 460 420 145 175 

0.95 300 680 570 520 168 209 

0.95 400 760 650 600 198 245 

0.95 200(OC) 500 420 N/A 146 195 

Glass 
Beads 

(GB) 

G911 

N/A 

The glass bead specimens consisted 

of nearly perfectly spherical 

particles produced in two distinct 
size ranges: 0.210–0.325 mm for 

G911 and G912, and 0.115–0.180 

mm for G922. The particles had a 
specific gravity of Gs = 2.95, with 

corresponding uniformity 

coefficients of Cu = 1.28 for G911–
G912 and Cu = 1.63 for G922. The 

initial void ratios were measured as 

e0 = 0.705, 0.689, and 0.680 for the 

respective specimens. 

0.95 80 220 200 180 71 78 

0.95 120 290 240 230 94 98 

0.95 160 320 300 260 110 114 

0.95 200 400 380 300 121 127 

0.95 300 500 430 360 150 152 

0.95 400 600 540 400 169 168 

0.95 200(OC) 370 340 N/A 118 138 

G912 

0.45 42 200 170 85 55 41 

0.45 80 270 260 120 74 59 

0.45 120 340 320 160 89 72 

0.45 160 410 370 180 105 87 

G922 

0.95 300 500 430 360 139 136 

0.95 400 600 540 400 167 166 

0.95 200(OC) 370 340 N/A 110 116 

0.95 80 240 210 200 70 71 

0.95 120 300 280 240 91 88 

0.95 160 420 370 280 107 104 

0.95 200 480 420 320 119 117 

0.95 300 590 530 400 147 143 

0.95 400 670 600 450 164 162 

0.95 200(OC) 460 370 290 106 106 
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𝑬𝒗ی محاسبه
𝑬𝒉و  ′

 شدهای آزمایشهای ماسهبرای نمونه ′

ترهای کشسان یافته، پاراممنظور آزمون عملی رویکرد توسعهبه

𝐸𝑣
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢  (= 𝐺𝑣ℎ
′ 𝐺ℎℎ، و (

𝑢  (= 𝐺ℎℎ
′ برای هر آزمون  2از جدول  (

𝐸𝑣( جایگذاری شدند تا مقادیر متناظر 25ی )در معادله
محاسبه  ′

𝐸𝑣ی آمدهدستگردد. سپس، مقادیر به
𝐺𝑣ℎهای همراه با مدول ′

و  ′

𝐺ℎℎ
𝐸ℎ( وارد شدند تا 14ی )لهدر معاد ′

تعیین شود. در ادامه، مقادیر  ′

𝐸𝑣ی شدهمحاسبه
𝐸ℎو  ′

های گیریهای مرجع حاصل از اندازهبا داده ′

مستقیم آزمایشگاهی مقایسه شدند تا صحت و اعتبار نتایج 

ترتیب به b3و  a3های شده مورد ارزیابی قرار گیرد. شکلمحاسبه

𝐸𝑣ی شدهبین مقادیر مرجع و محاسبهی مقایسه
𝐸ℎو  ′

را در  ′

دهند. نتایج نشان نشان می ±25ی خطوط خطای نسبی %محدوده

𝐸𝑣شده برای دهد که مقادیر محاسبهمی
خوبی پیرامون خط تساوی به ′

ی خطوط خطا جز یک مورد، تمامی نقاط در بازهمتمرکز بوده و به

فتار بیانگر دقت بالای رویکرد پیشنهادی و قرار دارند. این ر

𝐸𝑣( در برآورد 25ی )ی اعتبار معادلهتأییدکننده
های برای خاک ′

𝐸ℎشده برای ای اشباع است. در مقابل، مقادیر محاسبهدانه
گرایش به  ′

ی خطا قرار ها خارج از محدودهاز داده 67برآورد داشته و حدود %بیش

ی اصلاح آن در بخش ی این انحراف و نحوهل بالقوهاند. دلیگرفته

 بعدی بررسی خواهد شد.

 

   
𝐸𝑣ی شدهی مقادیر مرجع و محاسبه( مقایسهaی ناهمسانگرد. شدههای یانگ زهکشیی مدولشدهمرجع و محاسبه ریمقاد یسهیمقا -3شکل 

′ .bی ( مقایسه

𝐸ℎی شدهمقادیر مرجع و محاسبه
′ 

Fig. 3. Comparison between reference and calculated values for drained anisotropic Young’s moduli. a) Reference versus 

calculated values of 𝐸𝑣
′ . b) Reference versus calculated values of 𝐸ℎ

′  

𝑬𝒉برآورد بررسی علت بیش
ای های ماسهدر نمونه ′

 شدهیشآزما

( و Kuwano, 1999شده توسط کووانو )های گزارشبررسی داده

( نشان داد که Kuwano and Jardine, 2002کووانو و جاردین )

𝐸ℎبرآورد رویکرد پیشنهادی به صورت سیستماتیک منجر به بیش
′ 

توان به تفاوت سطوح گردد. علت اصلی و محتمل این پدیده را میمی

( و 14یکی مبنای استخراج رابطه تجربی ) کرنشی نسبت داد که

 یمحورسه یهاآزموندیگری مبنای تعیین پارامترهای کشسان در 

طور مشخص، معادله اند. بهکور بودهمنابع مذشده در گزارش یکیاستات

هایی ای و تحلیلهای لرزههای سرعتگیری( از نتایج اندازه14)

های بسیار کوچک )در ی کرنشاستنتاج شده است که در محدوده
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شوند. در مقابل، پارامترهای کشسان ( معتبر فرض می10-6مرتبه  

محوری سه هایشده در کووانو و همکاران عمدتاً از آزمونگزارش

اند؛ برای نمونه، این تر استخراج شدهاستاتیکی با دامنه کرنشیِ بزرگ

برابر  30اند که تقریباً گزارش شده  3 × 10-5ها در حدود کرنش

ای است. همچنین نویسندگان مرتبه کرنش القایی توسط امواج لرزه

ها آمده در این آزموندستاند که پارامترهای بهخود تصریح کرده

اند و نه رفتار کاملاً کشسان بودهنمایانگر خواص نسبتاً کشسان یا شبه

های بسیار کوچک. بنابراین منطقی ی کرنشکشسان در مرتبه-خطی

های ی کرنشداشته باشیم که روابط استخراج شده بر پایهانتظار است 

 دست دهند.مختلف نتایجی متفاوت به

کرنشیِ مبنای استخراج  با در نظر گرفتن تفاوت ذاتی بین میدان

های استاتیکی، منطقی است که های آزمون( و کرنش14ی )معادله

ی ها در هر بازههای مدولی توانی بین نسبتضریب توان در رابطه

کرنشی، مقدار متفاوتی داشته باشد. برای آزمون این فرض، مقادیر 

𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

𝐺ℎℎبر حسب  ⁄′
′ 𝐺𝑣ℎ

رسم و  2جدول استاتیکی  یهاادهاز د ⁄′

صورت زیر ن انجام شد. رابطه توانی بازتعریف شده بهویرگرس لیتحل

 دست آمد:به

(26) 𝐸ℎ
′ 𝐸𝑣

′⁄ = 0.74(𝐺ℎℎ
′ 𝐺𝑣ℎ

′⁄ )1.55  

2R  =های استاتیکی مقدار که از برازش رگرسیونی روی داده

 دست آمد.به N = 42و  0.77

𝐸𝑣ی شدهی تأثیر این بازتعریف، مقادیر محاسبهبرای بررس
′ 

𝐺𝑣ℎهمراه به
𝐺ℎℎو  ′

( قرار 26ی )در معادله 2شده در جدول گزارش ′

𝐸ℎی شدهداده شدند تا مقادیر بازارزیابی
 4محاسبه شوند. شکل  ′

شده را با مقادیر مرجع مستقیم ی این مقادیر ارزیابیمقایسه

دهد. مطابق شکل، استفاده از رابطه بازبینی هی نشان میآزمایشگا

سازد، بلکه نقاط داده برآورد را برطرف میتنها مشکل بیششده نه

اند؛ تنها دو نقطه خارج از خوبی پیرامون خط تساوی متمرکز شدهبه

توان با اطمینان گرفتند. بنابراین میقرار   ±25ی %خطا یبازه

𝐸ℎبرآورد مشاهده شده برای ی بیشهاستنتاج کرد که بخش عمد
به  ′

ای )مبنای تفاوت ذاتی بین سطوح کرنش القایی توسط امواج لرزه

های (( و سطوح کرنشی مورد استفاده در آزمون14ی )معادله

گیری راهبردی این شود. نتیجهمحوری استاتیکی نسبت داده میسه

ی کرنشیِ بق با دامنهها باید مطاهای مدولاست که روابط بین نسبت

شده برای مورد استفاده کالیبره شوند؛ بدین معنا که معادلات استنتاج

یا کمتر( برای برآورد  10-6های بسیار کوچک )در مرتبه کرنش

ای معتبر خواهند بود. در مقابل، های لرزهی سرعتها بر پایهمدول

اتیکی با های استی موردنیاز از آزمونهای اولیهزمانی که داده

آیند، لازم است ضرایب ثابت رابطه دست میتر بههای بزرگکرنش

ی ها بازتخمین زده شوند )همانند معادلهتوانی بر اساس آن داده

 طرفانه حاصل گردد.اعتماد و بی(( تا نتایجی قابل26)

𝜎𝑐 مؤثر یافشار محفظه نهیشیقابل توجه است که ب نیهمچن
′ 

که مبنای استخراج رابطه  2شده در جدول مایشهای آزبرای نمونه

تنش  ریدر مقادباشد. کیلوپاسکال می 400( بوده است، برابر با 26)

همسانگرد و چه ناهمسانگرد،  یحد، چه تحت بارگذار نیفراتر از ا

در  یختگیگس یبرگشت و حت رقابلیغ یهارشکلییامکان بروز تغ

و  یعیساختار طب رییجب تغمو تواندیامر م نینمونه وجود دارد که ا

احتمال عدم  ،یطیشرا نیدر چن. ذرات خاک شود یهندس دمانیچ

. ابدییم شیافزا( 26)رابطه  شنهادشدهینمونه از رابطه پ تیتبع

که به مقادیر تنش است  یضرور در کاربرد رابطه مذکور ن،یبنابرا

که  انتخاب گردد یاگونهتنش مؤثر به دانیماعمالی توجه ویژه شود و 

باقی بماند. با رعایت این  کشساننمونه همچنان در محدوده رفتار 

 نظیرشکل یروابط توانبا اطمینان کافی از توان می احتیاط معقول،

ها را آن ،ثابت بیضرا کردنبرهیکالبا صرفاً  ( بهره برد و26) رابطه

 .مورد استفاده قرار داد
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𝐸ℎی شدهیی مقادیر مرجع و بازارزیابمقایسه -4شکل 

 (26ی )بر مبنای رابطه ′
Fig. 4. Comparison between reference re-evaluated values of 𝐸ℎ

′  based on Eq. (26) 

𝑬𝒗حساسیت 
𝑬𝒉و  ′

نسبت به احتمال عدم تساوی دقیق  ′

𝑮𝒗𝒉های برشی )مدول
𝒖  و𝑮𝒗𝒉

𝑮𝒉𝒉( و )′
𝒖  و𝑮𝒉𝒉

′) 

نظر به شد،  حیتشر( 11( و )10تر در معادلات )همانگونه که پیش

خاک از نظر  یندارد، مدول برش یآب در برابر برش مقاومت نکهیا

 یهایژگیمستقل بوده و صرفاً تابع و یزهکش تیاز وضع یکیزیف

 ,Das and Ramana, 2011; Pegah and Liu) اسکلت خاک است

2020b .)شدهیزهکش طیمدول در شرا نیا یریگاساس، اندازه نیبر ا 

. شودیم کسانی ریاشباع منجر به مقاد یهاخاک یبرا نشدهیو زهکش

منظور به. آمده است ادشدهیدر معادلات  زیموضوع ن نیا یاضیر انیب

نسبت  یشنهادیروش پ تیحساس یابیفرض و ارز نیا یتجرب یبررس

در  ±10% زانیبه م یراتییتغ ،یبرش یهامدول یبه انحرافات احتمال

𝐺𝑣ℎمقادیر 
𝑢  و𝐺ℎℎ

𝑢 ریسپس تأثاعِمال شد.  2شده در جدول  گزارش 

𝐸𝑣 انگی یهامدول شدهیابیارز ریبر مقاد راتییتغ نیا
𝐸ℎو  ′

ورد م ′

ترتیب مقادیر به b5و  a5های . در این راستا، شکلقرار گرفت لیتحل

𝐸𝑣شده ارزیابی
𝐸ℎو  ′

𝐺𝑣ℎدر  10% شیدر صورت افزارا  ′
𝑢  و𝐺ℎℎ

𝑢  نشان

در  10% کاهش یمتناظر را برا جینتانیز  d5و  c5های دهند. شکلمی

 راتییچهار شکل، تغ نیا یدر تمام. کنندیها ارائه ممدول نیا

 اریناهمسانگرد بس انگی یهامدول شدهیابیارز ریدر مقاد شدهجادیا

 یخطوط خطا یانمی یهنقاط در محدود یتمام باًیتقربوده و  زیناچ

𝐸𝑣 ریکه مقاد دهدیموضوع نشان م نیا. مانندیم یباق ±25ی %نسب
′ 

𝐸ℎو 
𝐺𝑣ℎهای برشی در مدول ±10% تا راتیینسبت به تغ ′

𝑢  و𝐺ℎℎ
𝑢 

 یداریاز پا یشنهادیروش پ جه،یدر نت. ندارند یمعنادار تیحساس

 قیبه مقدار دق یقابل توجه یخوردار بوده و دقت آن وابستگبر یکاف

شده در ارائه کردیرو یامر صحت و استوار نیندارد. ا یبرش یهامدول

 .کندیم تیمطالعه را تقو نیا
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𝐸𝑣ی شدهجع و محاسبهی مقادیر مر( مقایسهaی ناهمسانگرد. شدههای یانگ زهکشیی مدولشدهمرجع و محاسبه ریمقاد یسهیمقا -5شکل 

در صورت افزایش  ′

𝐺𝑣ℎدر مقادیر  %10
𝑢  و𝐺ℎℎ

𝑢 .bی شدهی مقادیر مرجع و محاسبه( مقایسه𝐸ℎ
𝐺𝑣ℎدر مقادیر  10در صورت افزایش % (26) یرابطه اساسبر  ′

𝑢  و𝐺ℎℎ
𝑢 .cی ( مقایسه

𝐸𝑣ی شدهمقادیر مرجع و محاسبه
𝐺𝑣ℎدر مقادیر  10در صورت کاهش % ′

𝑢  و𝐺ℎℎ
𝑢 .dی شدهی مقادیر مرجع و محاسبه( مقایسه𝐸ℎ

در  (26) یرابطه اساسبر  ′

𝐺𝑣ℎدر مقادیر  10صورت کاهش %
𝑢  و𝐺ℎℎ

𝑢 
Fig. 5. Comparison between reference and calculated values of drained anisotropic Young’s moduli. a) Reference versus calculated 

values of 𝐸𝑣
′  with a 10% increase in 𝐺𝑣ℎ

𝑢  and 𝐺ℎℎ
𝑢 . b) Reference versus calculated values of 𝐸ℎ

′  based on Eq. (26) with a 10% 

increase in 𝐺𝑣ℎ
𝑢  and 𝐺ℎℎ

𝑢 . c) Reference versus calculated values of 𝐸𝑣
′  with a 10% decrease in 𝐺𝑣ℎ

𝑢  and 𝐺ℎℎ
𝑢 . d) Reference versus 

calculated values of 𝐸ℎ
′  based on Eq. (26) with a 10% decrease in 𝐺𝑣ℎ

𝑢  and 𝐺ℎℎ
𝑢  
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 گیرینتیجه

آمد برای ی یک رویکرد کارهدف اصلی این پژوهش، توسعه

در رسوبات  ناهمسانگردی شدههای کشسان زهکشیمحاسبه سختی

های گیری سختیای اشباع، بر مبنای اندازههای دانهخاک

ای از معادلات مستخرج از نشده بود. با استفاده از مجموعهزهکشی

ی ها با یک رابطهی کشسانی ناهمسانگرد متقاطع و ترکیب آننظریه

های در این مطالعه، روابط جدیدی برای مدول یافتهتجربی توسعه

𝐸𝑣ی شدهزهکشی
𝐸ℎو  ′

ها را به دست آمد که امکان محاسبه آنبه ′

𝐸𝑣ی نشدهصورت توابعی از سه مدول زهکشی
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢 و ،𝐺ℎℎ
𝑢  فراهم

های ی خود بر حسب مولفهساخت. این سه مدول نیز به نوبه

بیان شدند که فرآیند  Sو  Pای های امواج لرزهد سرعتناهمسانگر

های غیرمخرب و کارآمد ها در صحرا از طریق تکنیکگیری آناندازه

منظور ارزیابی دقت و صحت رویکرد مورد بحث قرار گرفت. به

آزمون  46های کشسان ناهمسانگرد حاصل از پیشنهادی، داده

ی مختلف از نوع ماسه 3ه نمونه خاک متعلق ب 7آزمایشگاهی بر روی 

𝐸𝑣مطالعات پیشین گردآوری و مورد تحلیل قرار گرفتند. مقادیر 
و  ′

𝐸ℎ
ی روش پیشنهادی محاسبه شد و با وسیلهبرای هر آزمون به ′

ی متناظر مقایسه شدند. نتایج این شدهگیریمقادیر مرجع اندازه

مقادیر مرجع تطابق شده و مقایسه نشان داد که بین مقادیر محاسبه

بسیار مناسبی وجود دارد که اعتبار و قابلیت اعتماد روش پیشنهادی 

 کند.را تأیید می

شده در این پژوهش، طور کلی، مطابق با رویکرد تدوینبه

𝐸𝑣ی شدههای زهکشیمدول
𝐸ℎو  ′

طور مؤثر از سه توانند بهمی ′

𝐸𝑣ی نشدهپارامتر زهکشی
𝑢 ،𝐺𝑣ℎ

𝑢 و ،𝐺ℎℎ
𝑢  تعیین شوند؛ پارامترهایی

حاصل از  SHV، و PHV ،SVVهای که خود مستقیماً از سرعت

هستند. این نتیجه بدین قابل استخراج ای برجا های لرزهآزمون

عنوان توانند بهای غیرمخرب میهای لرزهمعناست که تکنیک

ی یانگ هاابزارهایی سودمند و کارآمد برای برآورد مدول

𝐸𝑣ی ناهمسانگرد شدهزهکشی
𝐸ℎو  ′

های در رسوبات اشباع خاک ′

 کار گرفته شوند.ای بهدانه

 یمطالعه، با وجود آنکه برا نیشده در اارائه یچارچوب نظر

گسترش  سازنهیزم تواندیشده است، م نیاشباع تدو یادانه یهاخاک

 نیاز جمله، توسعه ا. باشد زیانواع خاک ن ریسا یمشابه برا یهاروش

 یهاخاک نیاشباع و همچن زدانهیر یهاخاک یبرا کردیرو

و  شدهیرفتار زهکش یها وابستگدر آن که —ه شدیمانیس

مطرح  یشتریب یکیمکان یهابوده و چالش تردهیچیپ نشدهیزهکش

 یاتوسعه نیباشد. چن ندهیآ یهاموضوع پژوهش تواندمی —ت اس

از  یترگسترده فیرا در ط یشنهادیپ بطکاربرد روا قادر است دامنه

 .دهد شیافزا یکیژئوتکن یهاطیمح
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  پیوست الف

𝜎𝑣ای )های دانهشده در شرایط مختلف تنش برای طیفی از خاکگیریهای یانگ و برشی ناهمسانگرد اندازهشده از مدولداده تدوینپایگاه -1جدول 
𝜎ℎو  ′

′ 

 در طول آزمایش هستند( هانمونه برهای مؤثر اصلی در جهات قائم و افقی وارد دهنده تنشتیب نشانتربه
Table 1. A database compiled from anisotropic Young’s and shear moduli measured under different stress conditions for a range of 

granular soils (𝝈𝒗
′  and 𝝈𝒉

′  denote the applied vertical and horizontal effective stresses on the specimens during the testing process) 

Soil type Test/sample name 
𝝈𝒗

′  
(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

Ticino sand 

390 

50 25 56.1 57.0 133.8 160.3 0.986 0.835 

Bellotti et al. 

(1996) 

100 50 77.1 79.5 184.1 225.0 0.969 0.818 

150 75 92.9 96.8 222.0 274.6 0.960 0.809 

200 100 106.1 111.2 253.7 316.2 0.953 0.802 

250 125 117.6 124.0 281.4 353.1 0.948 0.797 

300 150 127.8 135.4 306.2 386.6 0.944 0.792 

383 

50 50 76.8 63.2 177.6 146.1 1.215 1.215 

100 100 106.9 88.9 248.8 204.7 1.203 1.215 

150 150 129.8 108.6 303.5 250.0 1.196 1.214 

200 200 149.1 125.2 349.4 287.9 1.191 1.214 

250 250 166.0 139.9 390.0 321.4 1.187 1.214 

300 300 181.3 153.2 426.5 351.4 1.183 1.214 

384 

50 75 92.6 73.1 214.7 137.8 1.267 1.559 

67 100 106.1 87.9 247.8 160.2 1.207 1.546 

100 150 128.7 102.0 304.1 198.8 1.262 1.530 

150 225 156.0 123.9 372.5 245.9 1.259 1.514 

200 300 178.8 142.3 429.9 285.8 1.257 1.504 

250 375 198.8 158.4 480.8 321.5 1.255 1.495 

300 450 216.9 173.0 526.6 353.5 1.254 1.489 

385 
50 100 108.8 74.4 253.1 132.9 1.461 1.905 

60 120 118.5 81.3 276.1 145.3 1.457 1.899 
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Soil type Test/sample name 

𝝈𝒗
′  

(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

100 200 150.9 104.4 353.8 188.5 1.445 1.876 

150 300 182.9 127.4 430.7 231.8 1.436 1.859 

200 400 209.6 146.6 495.0 268.1 1.429 1.847 

250 500 233.2 163.7 552.6 301.3 1.424 1.834 

300 600 254.3 179.1 603.6 330.2 1.420 1.828 

Ticino sand 

TS - K = 0.5 

N/A N/A 61.5 65.8 141.0 131.2 0.934 1.075 

Fioravante 

(2000) 

N/A N/A 83.9 91.1 195.3 185.6 0.921 1.052 

N/A N/A 99.8 109.9 235.8 225.5 0.908 1.046 

N/A N/A 112.8 126.5 269.0 259.5 0.892 1.037 

N/A N/A 123.7 140.2 298.7 290.0 0.882 1.030 

N/A N/A 134.5 153.3 324.7 316.1 0.878 1.027 

TS - K = 1 

N/A N/A 81.7 73.5 187.0 130.1 1.113 1.437 

N/A N/A 110.0 101.1 259.3 183.1 1.088 1.416 

N/A N/A 130.0 122.3 312.9 223.7 1.063 1.399 

N/A N/A 147.7 139.9 357.6 256.7 1.055 1.393 

N/A N/A 162.4 155.2 397.0 286.7 1.046 1.385 

N/A N/A 175.9 169.3 431.7 313.8 1.039 1.376 

TS - K = 2.0 

N/A N/A 114.8 88.6 251.3 143.5 1.296 1.751 

N/A N/A 143.5 112.2 273.0 184.3 1.279 1.481 

N/A N/A 170.4 135.8 347.0 224.5 1.255 1.545 

N/A N/A 193.3 154.9 417.8 259.0 1.248 1.613 

N/A N/A 213.1 172.1 477.8 288.3 1.238 1.657 

Kenya sand 

KS - K = 0.5 

N/A N/A 59.9 56.5 134.8 122.9 1.059 1.097 

N/A N/A 73.5 69.5 166.1 146.1 1.058 1.137 

N/A N/A 84.4 80.4 192.6 164.6 1.050 1.171 

N/A N/A 93.9 91.3 215.8 181.0 1.029 1.192 

N/A N/A 104.1 98.8 236.9 195.4 1.054 1.212 

KS - K = 1.0 

N/A N/A 59.2 46.9 135.5 101.5 1.262 1.335 

N/A N/A 82.7 67.4 193.0 137.3 1.226 1.405 

N/A N/A 101.4 83.9 238.1 163.2 1.209 1.459 

N/A N/A 116.7 96.8 276.3 183.8 1.206 1.503 

N/A N/A 130.2 109.1 309.7 203.8 1.193 1.520 

N/A N/A 142.5 119.7 340.8 219.1 1.191 1.556 

KS - K = 2.0 

N/A N/A 82.5 57.8 193.9 113.8 1.426 1.704 

N/A N/A 100.5 71.1 239.1 136.1 1.414 1.757 

N/A N/A 115.6 81.9 277.6 154.7 1.411 1.794 

N/A N/A 128.8 92.2 311.4 170.4 1.398 1.827 

N/A N/A 140.3 101.2 342.7 184.8 1.386 1.854 

Hostun 

sand 
TC_H400.82p 

50 50 71.4 62.9 162.8 147.3 1.135 1.106 
Ezaoui and 

Di Benedetto 100 100 96.0 82.5 218.9 195.1 1.164 1.122 
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Soil type Test/sample name 

𝝈𝒗
′  

(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

200 200 126.8 115.1 301.7 267.5 1.102 1.128 (2009) 

400 400 169.0 151.6 415.7 367.7 1.115 1.131 

600 400 178.1 173.3 437.8 467.4 1.028 0.937 

800 400 183.6 191.5 436.9 531.1 0.959 0.823 

1200 400 163.3 215.4 372.3 669.5 0.758 0.556 

1200 400 155.8 220.7 361.2 662.2 0.706 0.546 

800 400 157.0 189.4 364.0 580.9 0.829 0.627 

600 400 152.4 177.4 356.6 484.9 0.859 0.735 

400 400 152.2 150.6 362.2 388.0 1.011 0.933 

TE_H400.80p 

100 100 102.8 85.2 226.2 195.4 1.207 1.157 

200 200 126.8 116.6 309.6 271.9 1.087 1.138 

300 300 147.0 139.6 355.6 327.6 1.053 1.086 

400 400 167.1 160.6 400.9 383.4 1.040 1.046 

300 400 169.0 151.3 399.1 325.2 1.117 1.227 

200 400 167.1 124.1 400.9 235.7 1.346 1.701 

200 400 170.3 114.3 412.0 190.5 1.490 2.163 

300 400 170.3 127.9 412.0 231.1 1.332 1.783 

400 400 170.3 142.5 412.0 282.8 1.195 1.457 

TC_H400.73p+v 

100 100 110.7 99.0 254.4 240.2 1.118 1.059 

200 200 152.4 134.2 347.2 309.1 1.136 1.123 

400 400 208.9 181.5 480.3 431.1 1.151 1.114 

800 400 208.3 226.1 491.4 597.2 0.921 0.823 

1200 400 205.7 241.4 485.2 721.5 0.852 0.672 

1600 400 180.2 255.3 436.0 778.2 0.706 0.560 

1600 400 167.9 245.3 392.9 808.9 0.684 0.486 

1200 400 164.8 224.4 395.4 751.1 0.734 0.526 

800 400 158.9 200.2 384.3 615.7 0.794 0.624 

400 400 157.6 170.7 378.2 418.8 0.923 0.903 

TE_H400.74p+v 

200 200 135.2 130.0 337.8 308.0 1.040 1.097 

300 300 165.5 155.1 416.7 377.0 1.067 1.105 

400 400 190.7 181.0 469.2 431.1 1.054 1.089 

300 400 191.3 166.0 474.2 364.6 1.152 1.300 

200 400 192.1 141.2 480.3 271.1 1.360 1.772 

200 400 205.7 122.0 497.5 213.2 1.686 2.333 

300 400 215.3 140.4 503.7 261.2 1.533 1.928 

400 400 212.0 157.1 496.3 306.8 1.349 1.618 

TC_H400.74p+t 

100 100 96.2 99.2 217.4 234.9 0.970 0.926 

200 200 127.2 130.3 284.8 322.9 0.976 0.882 

400 400 176.9 185.8 404.0 437.2 0.952 0.924 

800 400 187.2 240.1 422.5 583.7 0.780 0.724 
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Soil type Test/sample name 

𝝈𝒗
′  

(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

1200 400 178.7 252.8 400.3 726.5 0.707 0.551 

1600 400 158.4 255.5 354.8 897.1 0.620 0.395 

1200 400 153.9 241.7 347.4 760.9 0.637 0.457 

400 400 149.1 180.5 332.6 448.3 0.826 0.742 

TE_H400.73p+t 

200 200 129.8 134.6 293.2 322.9 0.964 0.908 

300 300 151.1 155.1 335.4 383.6 0.974 0.874 

400 400 171.2 172.4 388.0 436.0 0.993 0.890 

300 400 170.4 160.2 390.5 384.3 1.064 1.016 

200 400 172.5 144.4 389.2 283.4 1.195 1.374 

200 400 170.8 109.4 385.5 215.7 1.561 1.787 

300 400 174.3 124.4 390.5 271.1 1.401 1.440 

400 400 171.2 163.8 388.0 331.4 1.045 1.171 

Kenya sand 

461 

50 25 35.1 36.6 85.5 111.0 0.957 0.770 

Fioravante et 

al. (2013) 

100 50 50.1 52.8 121.2 157.6 0.949 0.769 

150 75 61.9 65.6 149.0 193.8 0.944 0.769 

200 100 71.8 76.4 172.4 224.3 0.940 0.768 

251 125 80.8 86.2 193.3 251.6 0.937 0.768 

300 150 88.8 95.0 212.0 276.2 0.935 0.768 

350 175 96.1 103.1 229.2 298.6 0.932 0.767 

400 200 103.1 110.7 245.2 319.7 0.931 0.767 

450 225 109.5 117.8 260.3 339.4 0.929 0.767 

500 250 115.8 124.8 275.0 358.6 0.928 0.767 

549 275 121.6 131.2 288.4 376.2 0.927 0.767 

599 300 127.5 137.7 301.9 394.0 0.926 0.766 

460 

50 51 45.7 40.6 113.7 90.5 1.124 1.256 

100 100 67.0 59.3 165.0 131.3 1.130 1.257 

150 151 84.2 74.4 206.2 164.0 1.132 1.257 

200 200 98.9 87.2 240.9 191.6 1.134 1.258 

249 250 112.0 98.6 271.9 216.1 1.136 1.258 

300 300 124.2 109.3 300.9 239.2 1.137 1.258 

350 351 135.5 119.1 327.5 260.2 1.138 1.258 

400 400 146.3 128.4 352.6 280.2 1.139 1.259 

450 450 156.3 137.2 376.2 298.9 1.140 1.258 

499 500 165.9 145.5 398.6 316.8 1.140 1.259 

549 550 175.0 153.4 419.8 333.5 1.141 1.259 

599 599 183.9 161.1 440.5 350.0 1.141 1.259 

469 

25 50 45.7 37.4 114.7 70.6 1.221 1.626 

50 100 67.6 54.1 169.6 95.6 1.249 1.774 

75 150 85.0 67.1 213.0 114.2 1.266 1.866 

100 200 100.2 78.3 250.9 129.6 1.280 1.936 
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Soil type Test/sample name 

𝝈𝒗
′  

(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

125 250 113.7 88.2 284.5 142.8 1.289 1.992 

151 300 126.6 97.6 316.6 155.2 1.297 2.040 

174 350 137.9 105.8 344.6 165.7 1.304 2.079 

200 400 149.1 113.9 372.6 176.1 1.310 2.116 

463 

50 25 57.8 54.6 126.3 121.0 1.058 1.044 

100 51 81.5 75.9 177.7 172.3 1.074 1.032 

150 75 99.1 91.6 215.8 210.6 1.083 1.024 

200 100 114.1 104.7 248.1 243.4 1.090 1.020 

250 125 127.4 116.4 276.8 272.6 1.094 1.015 

300 150 139.4 126.9 302.6 298.9 1.098 1.012 

350 175 150.3 136.5 326.4 323.2 1.102 1.010 

400 200 160.7 145.4 348.6 346.1 1.105 1.007 

449 225 170.2 153.6 369.0 367.1 1.108 1.005 

500 250 179.5 161.7 389.1 387.8 1.110 1.003 

550 275 188.0 169.0 407.3 406.7 1.112 1.002 

599 300 196.4 176.2 425.4 425.4 1.114 1.000 

462 

49 51 75.0 61.8 177.3 141.7 1.214 1.252 

100 101 106.3 86.8 247.6 194.7 1.224 1.272 

151 152 130.5 106.0 301.2 234.8 1.231 1.283 

201 201 150.3 121.6 344.7 267.1 1.236 1.291 

250 250 167.8 135.4 382.8 295.3 1.239 1.296 

300 301 184.1 148.2 418.1 321.3 1.242 1.301 

350 351 199.2 160.0 450.6 345.2 1.245 1.305 

400 401 213.1 170.9 480.4 367.1 1.247 1.309 

449 450 225.8 180.8 507.8 387.1 1.249 1.312 

499 500 238.1 190.4 534.0 406.3 1.251 1.314 

549 549 249.7 199.4 558.9 424.5 1.252 1.317 

599 600 261.2 208.3 583.3 442.2 1.254 1.319 

466 

13 25 54.5 43.3 121.6 72.3 1.260 1.682 

26 51 77.0 59.6 176.7 99.2 1.292 1.781 

50 100 106.6 80.5 251.0 133.6 1.325 1.878 

76 151 131.0 97.4 313.0 161.2 1.345 1.942 

100 200 150.3 110.6 362.8 182.7 1.359 1.985 

126 250 168.1 122.7 408.8 202.3 1.370 2.021 

150 299 183.6 133.1 449.1 219.1 1.379 2.049 

175 350 198.5 143.1 488.0 235.2 1.387 2.075 

200 401 212.0 152.1 523.5 249.6 1.394 2.097 

225 450 224.8 160.6 557.3 263.3 1.400 2.116 

250 500 236.5 168.2 588.2 275.7 1.406 2.134 

275 549 248.0 175.8 618.6 287.7 1.410 2.150 
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Soil type Test/sample name 

𝝈𝒗
′  

(kPa) 

𝝈𝒉
′  

(kPa) 

𝑮𝒉𝒉
′  

(MPa) 

𝑮𝒗𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒉
′  

(MPa) 

𝑬𝒗
′  

(MPa) 
𝑮𝒉𝒉

′ 𝑮𝒗𝒉
′⁄  𝑬𝒉

′ 𝑬𝒗
′⁄  

Data 

reference 

Toyoura 

sand 

simulated 

by Discrete 

Element 

Method 

(DEM) 

Triaxial Extension 

(TE) 

45 100 140.1 106.1 357.8 205.7 1.320 1.739 

Gu et al. 

(2017) 

47 100 143.1 110.9 363.9 223.0 1.290 1.632 

50 100 146.6 116.9 373.0 245.3 1.254 1.521 

60 100 154.4 133.1 393.2 305.1 1.161 1.289 

70 100 159.7 144.9 404.4 347.6 1.102 1.163 

81 100 162.8 153.7 412.5 377.0 1.059 1.094 

Triaxial 

Compression (TC) 

120 100 169.0 172.8 425.7 449.0 0.978 0.948 

140 100 168.5 177.6 425.7 471.3 0.949 0.903 

160 100 167.0 180.1 421.6 487.5 0.927 0.865 

180 100 162.8 180.4 408.4 500.7 0.902 0.816 

190 100 159.2 180.1 399.3 504.7 0.884 0.791 

200 100 155.2 178.1 389.2 507.8 0.871 0.766 

210 100 150.4 175.6 374.0 506.8 0.857 0.738 

220 100 143.1 171.6 355.7 502.7 0.834 0.708 

230 100 133.3 165.0 327.4 494.6 0.808 0.662 

240 100 121.0 154.2 291.9 474.3 0.785 0.615 

Toyoura 

sand 
TS 

30 30 73.8 59.0 170.7 139.3 1.249 1.225 

Dutta et al. 

(2020) 

50 50 88.9 71.3 204.6 166.9 1.248 1.226 

100 100 122.4 101.5 274.3 242.3 1.206 1.132 

200 200 159.6 131.4 355.9 308.8 1.215 1.152 

400 400 216.9 177.7 480.1 413.0 1.221 1.163 

Kashima 

river sand 
RS 

30 30 60.9 61.3 170.6 138.5 0.994 1.232 

50 50 79.7 76.3 219.5 170.6 1.044 1.286 

100 100 108.9 102.6 299.0 221.7 1.061 1.349 

200 200 148.7 140.2 404.0 325.2 1.060 1.242 

400 400 203.1 191.5 553.4 436.0 1.061 1.269 

Glass beads GB 

30 30 63.0 55.9 169.2 132.7 1.128 1.275 

50 50 86.3 75.9 231.9 169.2 1.137 1.371 

100 100 121.7 113.5 328.1 277.1 1.073 1.184 

200 200 165.2 154.2 449.9 367.5 1.071 1.224 

400 400 225.2 203.3 593.5 481.3 1.108 1.233 

 

  پیوست ب

 ( عبارت است از:15برای معادله ) Δعبارت 

(1) 𝛥 = [𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2
−

16𝐸𝑣
𝑢[(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) − 𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢 ]. 

 

شود، که در ادامه نشان داده میبا گسترش این عبارت، چنان

 :Δ > 0توان اثبات کرد که همواره می
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 (2) 𝛥 = [𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )]

2

+ 2[𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )](1

− 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢  

+[(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]2 − 16𝐸𝑣
𝑢(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )

+ 16𝐸𝑣
𝑢𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢  

 
= 𝐸𝑣

𝑢2 + 8𝐸𝑣
𝑢(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + 16(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )

2
 

+2[𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )](1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢

+ [(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]2 

−16𝐸𝑣
𝑢(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + 16𝐸𝑣

𝑢𝜈𝑣ℎ
′2 𝐺ℎℎ

𝑢  
 

= 𝐸𝑣
𝑢2 − 8𝐸𝑣

𝑢(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + 16(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ )
2
 

+2[𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )](1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢

+ [(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]2 + 16𝐸𝑣
𝑢𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢  

 
= [−𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ )]
2

+ 2[𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )](1

− 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢  

+[(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]2 + 16𝐸𝑣
𝑢𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢  

 
= [−𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]
2
 

−2[−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )][(1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ] 

+2[𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ )](1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢

+ 16𝐸𝑣
𝑢𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢  

 
= [−𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]
2
 

−2(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 [−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) − 𝐸𝑣

𝑢

− 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ )] 

+16𝐸𝑣
𝑢𝜈𝑣ℎ

′2 𝐺ℎℎ
𝑢  

 = [−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2

+ 4(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 𝐸𝑣
𝑢 + 16𝐸𝑣

𝑢𝜈𝑣ℎ
′2 𝐺ℎℎ

𝑢  

 
= [−𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]
2

+ 4𝐺ℎℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢(1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ + 4𝜈𝑣ℎ

′2 ) 

 
= [−𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 ]
2

+

4𝐺ℎℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢(1 − 2𝜈𝑣ℎ
′ )2. 

 توان نوشت:بنابراین می

(3) 𝛥 = [−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2
+

4𝐺ℎℎ
𝑢 𝐸𝑣

𝑢(1 − 2𝜈𝑣ℎ
′ )2 > 0. 

  پیوست ج

(، ریشه اول عبارت 17شد که مطابق با معادله )نشان داده 

 است از:

(17) 𝐸𝑣
′ = 1

2⁄ [𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 +

√𝛥]. 

 

 ( را استخراج نمود:1-توان نامعادله )جاز این معادله می

(1) 
𝐸𝑣

′ > 1
2⁄ [𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 +

√[−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2
]   

 با گسترش طرف راست این نامعادله خواهیم داشت:

(2) 𝐸𝑣
′ > 1

2⁄ [4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 + 𝐸𝑣
𝑢 +

|4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 − 𝐸𝑣
𝑢|] =

𝑚𝑎𝑥[4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 , 𝐸𝑣
𝑢]. 

 

𝐸𝑣دهد که این نتیجه نشان می
′ > 𝐸𝑣

𝑢کانیکی ، که از نظر م

 باشد.پذیر نمیامکان

(( 18به طور مشابه، نشان داده شد که ریشه دوم )معادله )

 عبارت است از:

(3) 𝐸𝑣
′ = 1

2⁄ [𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 −

√𝛥]. 

 

 ( را بیان نمود:4-توان از این معادله، نامعادله )جمی
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 (4) 
𝐸𝑣

′ < 1
2⁄ [𝐸𝑣

𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 −

√[−𝐸𝑣
𝑢 + 4(𝐺𝑣ℎ

𝑢 1.8
𝐺ℎℎ

𝑢 0.8
⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ

′ )𝐺ℎℎ
𝑢 ]

2
]. 

 

 با گسترش طرف راست داریم:

(5) 𝐸𝑣
′ < 1

2⁄ [4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 + 𝐸𝑣
𝑢 −

|4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 − 𝐸𝑣
𝑢|] =

𝑚𝑖𝑛[4(𝐺𝑣ℎ
𝑢 1.8

𝐺ℎℎ
𝑢 0.8

⁄ ) + (1 − 4𝜈𝑣ℎ
′ )𝐺ℎℎ

𝑢 , 𝐸𝑣
𝑢]. 

 

𝐸𝑣(، داریم 5بر مبنای معادله )
′ < 𝐸𝑣

𝑢 که از نظر مکانیکی ،

( 18ی صحت معادله )منطقی و صحیح است و خود تأیید کننده

 است.
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